Agrégation - Legons

Projection sur un convezxe fermé, théoreme
de RIESZ-FRECHET

ENONCE :

Théoreme : Soit C' un convexe fermé non vide d’un espace de
HILBERT H. Alors :

Ve € H, Alpe(z) € C ||z — p|| = d(z,C)

De plus, pc(x) est 'unique élément de C' satisfaisant Ve € C,
R({z — pe(z), ¢ — pe(x))) < 0.

Corollaire : Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors
H=F®F*.

Théoreme : Soit H un espace de HILBERT et soit ¢ une forme
linéaire continue sur H. Alors il existe un unique z, € H tel
que :

Ve e H, ()= (2y,2)

DEVELOPPEMENT :

e Théoreme de projection :
Soit x € H et notons d = d(z, C).

« Existence : Soit (¢,)nen de C telle que d,, = ||z —c,| il d.

Pour p,q € N, on a :

llep = cqll* = ll(cp — ) = (cq — )|I?
=(f+f%ﬂ%—@+@ z)|)*
2
= 2(d> + d2) — 4|2,
<2d+dl) —4Ad® — 0

P,q—+00
On a ainsi montré que (¢,)nen est une suite de CAUCHY.

Ainsi, par complétude de H, elle converge vers un élément
po(x) € C vérifiant ||z — po(z)|| = d.

Unicité : Soient p1,ps € C' tels que ||z — pi|| = ||z — po| =
d(z,C).
Alors on a :

lp1 — po| > = ||(p1 — ) — (p2 — )|

= 4d? — ||(pr — z) + (p2 — 2)||?

:4d2_4‘pl+]92_ :

<0

D’ou p1 = pe.
Caractérisation : Soient a,c € C, t €]0, 1]. Par convexité de
C, (1 —t)a+tc e C. Alors on a I’équivalence suivante :

vt €]0,1], Ve € O, |lz — (1 — t)a +to)||* > ||z — a| |

t
=Vt €]0,1], Ve e C, Rz —a,c—a)) < iHc—aH2

Reste a prendre a = po(x) et t — 0 et on a bien, pour tout
c€C, R((z —p,c—p)) <0.
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Réciproquement, si a satisfait R((z—a,c—a)) < 0,on prend | e Il faut connaitre I'une de ces nombreuses applications (existence
a = pc(x),t =1etona, pour tout c € C, ||[x—al| < ||lz—c||. d’un adjoint dans un espace de HILBERT, caractérisation de la

o Corollaire : Soit z € F'. Il suffit de remarquer que, par le point densité, etc.).

précédent, pour tout ¢ € F, (x — p,c¢) = 0. Ainsi on a :

v=(r—p)+p
—_— =
eFL €F

donc H =F@F+.

e Théoréeme de RIESZ-FRECHET :

« Existence : Soit ¢ € H'. Si ¢ = 0, alors v = 0 convient.
Si ¢ n’est pas identiquement nul, posons E = Ker(yp) =
0 1({0}) qui est un sous-espace vectoriel fermé.

Pour y € H, notons py(y) € M sa projection. On a

v=pml) = A1 Comme pour tout z € H, on a

ly—pas (y)|
xo(zg) — @(x)xy € M, il vient :

o —

0 = (2o, zp(20) — @()20) = (P(20)0, T) — P(2)
d’ou le résultat, en posant x, = (o).

o Unicité : Soient vy,vo € H tels que ¢ = (.,v1) = (., v9).
Alors, pour tout © € H, (z,v1) = (x,v9). Par bilinéarité du
produit scalaire, on a (z,v; — v9) = 0. En particulier, pour
r=uv —vy € H,on a ||[v; — v||> =0 donc v; = vs.

Remarques :

e On pourra schématiser la caractérisation angulaire et voir ce
qu’il se passe dans le cas non convexe.

e On a en particulier une isométrie semi-linéaire surjective de H

sur son dual topologique.

Demesmay Yoann 2 Université de Bourgogne Franche-Comté - 2022/2023



